Métodos de Aproximacion de Curvas de Spline

S. Damaris Amaro Calderén’ Jorge C. Valverde Rebaza

damaris.amaro@gmail.com jorge.carlos14@gmail.com

Escuela Académico Profesional de Informatica
Universidad Nacional de Trujillo

Resumen
En el presente informe se detalla la descripcion de las curvas de Spline
formadas por secciones polindémicas para satisfacer condiciones especificas de
continuidad. Asi mismo se presentan dos tipos de curvas de Spline: las curvas
de Bézier y las curvas de B-Splines presentando las ecuaciones que las definen.

Palabras Clave: Computer Aided Manufacturing, Computer Aided Design, interpolacién,
aproximacion.

1. Introduccion

Los comandos bésicos para elaborar graficos a través de un lenguaje de programacién son el
punto y el segmento de linea recta. Estas primitivas son suficientes en el sentido de que
cualquier otra construccién geométrica puede ser convenientemente aproximada con puntos y
segmentos. Muy pronto se comprendié en la Computacion Grafica que las técnicas de
representacién de objetos estdin muy limitadas en las posibilidades geométricas de entidades
graficas que se pueden modelar y graficar.

Desde entonces, han aparecido numerosos modelos de representacion de objetos, entre las que
destaca el modelo poligonal, el cual garantiza una apariencia adecuada del objeto graficado en
circunstancias normales; pero al representarse dicho modelo en grandes escalas, la naturaleza
poligonal se vuelve evidente, pudiendo incluso “desaparecer” de la pantalla; o si, por el
contrario, la escala fuese muy pequefia, el objeto ocuparia una parte reducida de la pantalla
pero para ser graficado se procesaria la misma cantidad de puntos y aristas.

Pero no es ésta la desventaja mas importante de la representaciéon de objetos mediante el
modelo poligonal. A comienzos de la década de los sesenta se comenzé a producir piezas
industriales en madera, acero o plastico a partir de la ejecuciéon de programas de computadora,
en lo que se denomina Computer Aided Manufacturing (CAM) o manufactura asistida por
computadora. Con el modelo poligonal se logra obtener una estructura de datos adecuada,
pero, puede suceder que, si se requieren realizar modificaciones de tltimo momento, entonces
serd necesaria la trabajosa tarea de editar punto por punto en la base de datos que representa
los puntos.

Los sistemas comerciales se hicieron sensibles a estos inconvenientes, por esta razén se
comenzaron a incluir las posibilidades de trabajar con circulos, arcos y cénicas, mientras que
sistemas mas avanzados comenzaron a proveer procedimientos para aproximar y ajustar curvas
planas, sin embargo, muy pronto se llegé a la conclusiéon que esta forma de trabajar seguia
siendo incorrecta, trabajosa y sujeta a errores.

La verdadera forma de modelar objetos complejos a partir de descripciones geométricas
precisas solo se obtuvo a partir del desarrollo en el Computer Aided Design (CAD) de las
técnicas de aproximacion de curvas y superficies paramétricas a partir de puntos de control.



Los métodos de aproximacién e interpolacién de curvas han sido creados pensando en facilitar
la tarea de disefio, la cual es muchas veces una tarea iterativa de prueba y error. Tienen su
origen en la década del sesenta cuando Pierre de Casteljau en Citroén y Pierre Bézier en Renault
elaboraron el fundamento tedrico de los primeros sistemas de aproximacién de curvas que se
sobreponian exitosamente a los problemas técnicos y geométricos de los métodos matematicos
de interpolaciéon de funciones basados en los polinomios de Lagrange. Esencialmente ambos
trabajos coinciden, aunque fueron independientemente desarrollados, pero como Bézier fue el
anico que publicé sus resultados, se llevé todo el crédito y la fama.

Muy pronto se produjo una convergencia con los métodos de la teorfa de aproximacién de
funciones, especialmente con las aproximaciones polinomiales a trozos o splines!. Sin embargo,
pese al gran desarrollo ocurrido desde entonces, las curvas de Bézier-de Casteljau contintan
siendo la base.

El presente trabajo esta dividido de la siguiente manera, en la seccién 2 trataremos acerca de las
diferentes representaciones de Spline existentes presentando las especificaciones que deben de
cumplir las curvas de Spline, en la seccién 3 presentamos dos tipos de Spline: las curvas de
Bézier y las curvas de B-Spline. En la seccién 4 se presentan las conclusiones y en la seccién 5 las
referencias

2. Representaciones de Spline

Un spline es una banda flexible que se utiliza para producir una banda suave a través de un
conjunto de puntos designados. El término curva de spline refiere a cualquier curva compuesta
que se forma con secciones polindmicas que satisfacen condiciones especificas de continuidad.

Una curva de spline se especifica a partir de un conjunto de posiciones de coordenadas, que se
conocen como puntos de control, los cuales indican la forma general de la curva. Dados un
conjunto de puntos de control, los métodos de interpolacion generan una curva que pasa por todos
los puntos de control. En cambio, los métodos de aproximacion generan una curva que
normalmente no pasa por todos los puntos de control, excepto, tal vez, por los puntos extremos.
Un ejemplo de estas definiciones se observa en la figura 1.

Figura 1. A la izquierda se observa un ejemplo de interpolacién y a la derecha un ejemplo de aproximacién
de curva a partir de puntos de control.

Las curvas de interpolaciéon se utilizan por lo general para digitalizar trazos o especificar
trayectorias de animacién. Las curvas de aproximacién se utilizan sobre todo como
herramientas de disefio para estructurar las superficies de los objetos. En el presente trabajo nos
ocuparemos acerca de las curvas de aproximacion y sus métodos.

! Denominamos spline a una curva definida a trozediamte polinomios.



2.1. Especificaciones de Spline
Existen tres métodos equivalentes para especificar una representacion de spline particular:

* Podemos establecer el conjunto de condiciones de frontera que se imponen en la spline.

* Podemos establecer la matriz que caracteriza la spline.

* Podemos establecer el conjunto de funciones de combinacién o funciones base que
determinan la forma en que se combinan las restricciones geométricas de la curva para
calcular posiciones a lo largo de la misma.

Sea el caso que se desee una curva por interpolacién o aproximacion, se debe trabajar con un
conjunto de funciones paramétricas, donde el parametro uvarfa dentro de un intervalo cerrado
(usualmente uD[O,l]). Por ejemplo, para una curva en el espacio podemos encontrar tres

funciones f, (u), f (u), f,(u) que gobiernan la posicion de un punto sobre la curva para un

valor dado u.

x(u) = f,(u)
C(u)=qy(u)=f,(u)
z(u) = f,(u)

En el caso de una curva en el plano se supondrd que z(u) =0. Con el objetivo de fundamentar

las tres especificaciones antes mencionadas tomaremos una representaciéon paramétrica cibica
para la coordenada de x a lo largo de una seccién de curva de la spline:

x(u)=au®+bu*+cu+d, 0
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Por ejemplo se podrian establecer las condiciones de frontera para esta curva, en las
coordenadas de extremo X(0) y X(1) y en las primeras derivadas paramétricas en los extremos

X'(0) y x'()). Estas cuatro condiciones de frontera son suficientes para determinar los valores
de los cuatro coeficientes a,, b, C, y d,. A partir de las condiciones de frontera , obtenemos

la matriz que caracteriza a esta curva de spline, de manera tal que se puede expresar de la
siguiente manera:

x(u) =[u® u® ul]

x

x
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x(u)=U.C

Esta nueva ecuacién representada por un producto matricial donde U es la matriz renglén de
potencias del parametro u y C es la matriz columna de coeficientes. La ecuacion anterior se
puede expresar también de la siguiente manera:

x(u)=UM_, .M

spline*" " geom

Donde M geo

restriccion geométrica (condiciones de frontera) en la spline, y M, . es la matriz de 4 x 4 que

. €s una matriz de columnas de cuatro elementos que contiene los valores de

transforma los valores de restriccion geométrica a los coeficientes polinémicos y ofrece una
caracterizacion para la curva de spline. La matriz M, . es también llamada matriz base y es de

particular utilidad para transformar de una representaciéon de spline a otra.



3. Métodos de Aproximacion

3.1. Curvas de Bezier

Pierre Bézier, ingeniero francés desarrollo este método de aproximacién de splines para
utilizarlo en el disefio de las carrocerias de los automéviles Renault. Las splines de Bézier tienen
varias propiedades que hacen que sean muy tutiles para el disefio de curvas y superficies. Asi
mismo, son faciles implementarlas. Por estos motivos, las splines de Bézier estan disponibles en
forma comun en muchos sistemas de CAD, en paquetes generales de graficas y en paquetes
seleccionados de dibujo y pintura.

Una curva de Bézier puede ser ajustada para cualquier nimero de puntos de control. El nimero
de puntos de control que se debe aproximar y su posicién relativa determinan el grado del
polinomio de Bézier. Una spline de Bézier también puede ser especificada con condiciones de
frontera con una matriz caracteristica, o con funciones de combinacion. Para curvas generales
de Bézier, la especificaciéon mas conveniente es la funcién de combinacion.

Dados n+1 puntos de control: p, (X,,Y,,2z/) con K de rango de 0 a n. Es posible combinar
estos puntos de coordenadas para producir el siguiente vector de posiciéon P(u) que describe la

trayectoria de una funcién polinémica de Bézier aproximada entre p, y p,,.

P(u)=> p,BEZ,,(u) 0O<susi
k=0

Esta ecuacién vectorial representa un conjunto de tres ecuaciones paramétricas para las
coordenadas individuales de la curva:

x(u) = Zn: X, BEZ, . (u)

y() =Y y,BEZ, ,(u)

k=0

z(u) = Zn: z,BEZ,  (u)

k=0

Para el trabajo en el plano Xy, el valor de la coordenada z tan solo debe tomar el valor de O, es
decir z=0. Ademas, las funciones de combinacién de Bézier BEZ, (u) son los polinomios de

Bernstein:

BEZ, ,(u) = C(n,k)u*@-u)"™*

Donde C(n,k) son los coeficientes del binomio:
n! _n-k+1
(n - K)! k

C(n,k)zkl C(n,k —-1) n>kz21

Como una regla, una curva de Bézier es un polinomio de grado uno menos el nimero de
puntos de control que se utilizan, es decir, tres puntos generan una parabola, cuatro puntos una
curva cubica, etc. También, con ciertas posiciones de los puntos de control se obtienen
polinomios de Bézier degenerados, por ejemplo, una curva de Bézier que se genera con tres
puntos de control colineales es un segmento de linea recta; y un conjunto de puntos de control
que en su totalidad se encuentran en la misma posicién de coordenadas produce una “curva”
de Bézier que es en realidad un punto.



Las curvas de Bézier se encuentran de manera regular en paquetes de pintura y dibujo, asi
como en herramientas CAD, puesto que su implementacién es facil y su capacidad es
considerable en el disefio de curvas. En la figura 2 se puede observar una curva de Bézier con 11
puntos de control.

Figura 2. Un ejemplo de curvas de Bézier con 11 puntos de control creado a partir de una aplicacién
desarrollada por los autores.

3.2. Curvas de B-Splines
Esta es la clase de splines de aproximacién que se usan con mayor frecuencia. Las B-splines
tienen dos ventajas sobre las spline de Bézier:

* El grado de un polinomio B-spline se puede establecer de manera independiente de la
cantidad de puntos de control (con ciertas limitaciones).

* Las B-spline permiten un control local sobre la forma de una curva o superficie de
spline.

La tGinica desventaja que éste tipo de spline tiene es que son mas complejas que las spline de
Bézier.

Una curva de B-spline puede ser escrita de manera general mediante un planteamiento de
funcién de combinacién que permita el calculo de las posiciones de sus coordenadas, esta
expresion es la siguiente:

P(u) =Y pB,4(U) u. Susu., 2<ds<n+l
k=0

Donde p, es un conjunto de entrada de n+1 puntos de control. A pesar de parecer similares,

existen varias diferencias entre ésta formulacién de B-splines y aquella para las spline de Bézier.
Ahora, el rango del parametro U depende de la forma en que elegimos los parametros de la B-

spline. Y las funciones de combinaci6n de B-splines, B, ; son polinomios de grado d -1, donde

el parametro d se puede elegir como un valor entero en el rango de 2 hasta el namero de
puntos de control n—1. El control local para las B-spline se logra al definir las funciones de
combinacién en sub-intervalos del rango total de u .

Las funciones de combinacién para las curvas B-spline se definen mediante las formulas
recursivas de Cox-deBoor (funcién base para los B-spline):



1, S u su<u,

By.(u) =
* 0, de otro caso
u-u Uy, —U
Bya(u) = _k B g (U)+ d_ Bz (U)
k+d-1 — Uk ked — Uk

Donde cada funcién de combinacion se define en sub-intervalos d del rango total de u. El
conjunto seleccionado de extremos de sub-intervalos U; se conoce como wvector de nudo.

Podemos elegir cualesquiera valores para los extremos de sub-intervalo al satisfacer la relaciéon
u;, <u,,,. Asi los valores para U, y U, dependen de la cantidad de puntos de control que

seleccionamos, el valor que elegimos para el parametro d y la forma en la que establecemos los
sub-intervalos (vector de nudo). Ya que es posible elegir los elementos del vector de nudo de
manera que los denominadores en los célculos anteriores pueden tener un valor de O, lo que
supone que ante alguna evaluacion como 0/0 se obtendra el valor de 0.

Las curvas de B-spline se caracterizan por:

+  Lacurva polinomial tiene un grado tiene un grado d —1 y una continuidad C°? sobre
elrangode U.

¢ Para n+1 puntos de control, la curva se describe con n+1 funciones de combinacion.

+ Cada funcién de combinacién B, , se definen sobre los sub-intervalos d del rango

total de U, empezando en el valor de nudo U, .

* Elrango del parametro U se divide en N+ d sub-intervalos entre los valores n+d +1
que se especifican en el vector de nudo.
* Con los valores de nudo que se etiquetan como {u,,U,,...,U,,4} , la curva B-spline que

resulta se define s6lo en el intervalo desde el valor de nudo u,_, hasta el valor de nudo

u

n+l°

* Cada seccién de la curva spline (entre dos valores de nudo sucesivos) esta influenciada
por los puntos de control d .

*  Cualquier punto de control puede afectar la forma de la mayor parte de las secciones de
curva d.

En la figura 3 se observa una curva de B-Spline Ctbica formada a partir de 11 puntos de control
y siguiendo el mismo grafo usado en la figura 2

Figura 3. Un ejemplo de curvas de B-Spline con 11 puntos de control creado a partir de una aplicacion
desarrollada por los autores.



En la figura 4 se observa una comparacién entre la curva de Bézier y la curva B-Spline ctibica
para un grafo con 15 puntos de control.

Figura 4. Un ejemplo en el que se puede realizar las comparaciones entre curvas de Bézier (color rojo)y las
B-Spline ctbica (color azul) formadas con 15 puntos de control creado a partir de una aplicacién
desarrollada por los autores.

En la figura 5 se puede apreciar la suavidad con la que la curva de B-Spline Ctbica se acomoda
a la forma del grafo para formar una letra G.

Figura 5. Un ejemplo en el que se puede la suavidad con la que la curva B-Spline se acomoda al grafo
formado para generar la letra G. La generacion de ésta curva se realiz6 a partir de una aplicacién
desarrollada por los autores.

4. Conclusiones

* Los métodos paramétricos de aproximacién de curvas logran flexibilidad de
representacion y eficiencia en el cémputo, pues utilizan una formulacién basada en
puntos de control.



* Los splines se utilizan en aplicaciones gréficas para el disefio de curvas y superficies,
para digitalizar trazos para el almacenamiento en la computadora y especificar
trayectorias de animacién para los objetos.

* Los splines de Bézier tienen muchas utilidades y se han convertido en la base para el
desarrollo de otros métodos. Ademés son de facil implementacién y gozan de amplia
usabilidad, especialmente en sofisticados sistemas CAD.

* Las curvas de B-Spline resultan ser mds suaves que las de Bézier y se adaptan mejor a la
forma del grafo que las define.
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